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EL FILTRO DE KALMAN

Introduccion

En el siguiente documento se explicard un método para estimar los estados de un
sistema estocdstico. El método fue descrito por Rudolf E. Kalman en 1958.

En un sistema deterministico trabajariamos de la siguiente forma: En primer lugar,
construirfamos un modelo del sistema a partir de las leyes fisicas que definen las
dindmicas. En segundo lugar, estudiariamos su estructura y su respuesta. Por dltimo, y
si fuera necesario, se diseflarian compensadores para alterar las caracteristicas del
sistema o bien reguladores. Para ello tendriamos ademds un amplio conjunto de
experiencias que han sido aplicadas con anterioridad sobre estos sistemas. En la realidad
ocurre que los sistemas deterministicos son aproximaciones de lo que realmente son,
principalmente por tres motivos:

= No existe un modelo matematico perfecto de un sistema real.
= Existen perturbaciones que no se pueden modelar de una forma deterministica.
= Los sensores no son perfectos.

Esto nos lleva a plantearnos una serie de preguntas:

= Coémo desarrollar modelos de sistemas que tengan en cuenta las incertidumbres.

= Coémo estimo de una forma éptima los datos que me interesan de un sistema mal
modelado y con datos alterados por el ruido.

= Coémo controlo de una forma 6ptima sistemas estocasticos.

Qué es el Filtro de Kalman

Es un algoritmo de procesado de datos éptimo recursivo. Optimo porque minimiza un
criterio determinado y porque incorpora toda la informacién que se le suministra para
determinar el filtrado. Recursivo porque no precisa mantener los datos previos, lo que
facilita su implementacién en sistemas de procesado en tiempo real. Por ultimo,
algoritmo de procesado de datos, ya que es un filtro, pensado para sistemas discretos.

El objetivo del filtro de Kalman es estimar los estados de una manera 6ptima, de manera
que se minimiza el indice del error cuadratico medio.
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Un sistema lineal se puede representar asf:

w(k) )

1
(k) x(k+1) T x(k) C ¥(k)

A(K)

De manera que su evolucion es expresada en espacio de estados por:

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) + v(k)
y(k) = Cx(k) + w(k)

Siendo:
x(k) Estado
y(k) Salida u observacién del sistema.
w(k) proceso estocdstico asociado a la medida
v(k) proceso estocdsticas asociado al sistema
A, B, C matrices deterministicas que definen la dinamica del sistema

Se deben asumir las condiciones siguientes:

E[x(0)] = Xo
E[w(k)] =0 Vk
E[v(K)] =0 Vk

E[x(0),w(k)] =0 Vk
E[x(0),v(k)] =0 Vk
Elv(k),w(j)] =0 Vk
E[w(k),w(k)] =R(k)
E[w(k),w(k)] =0 Vk#]j
E[v(k),v(k)] =Q(k)
E[w(k),w(G)] =0 Vk#j
E[x(0),x(k)] =P, Vk

Las matrices de covarianza Q(k) y R(k) son diagonales y por tanto simétricas.

En el sistema real podremos observar el valor de y(k) de manera directa con los
sensores adecuados. Esta medida incorporard una serie de incertidumbres asociadas: la
incertidumbre del sensor y la del sistema. Por otro lado solo podremos acceder al valor
y(k). En caso de necesitar la evolucidn completa del estado x(k) y/o de precisar el valor
de la observacion ajena a las variaciones provocadas a la incertidumbre, tendremos que
estimar de alguna manera indirecta sus valores.
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El filtro de Kalman propone un método para obtener un estimador 6ptimo del estado. Si
suponemos que X(k) es la estimacion en el instante k del estado. El filtro de Kalman

buscara obtener ese valor de estimacién de manera que se minimice el error cuadratico
medio. Definiendo el error como la diferencia entre el valor real del estado y la
estimacion:

e(k)=x(k)—x(k) . [1]
El objetivo por tanto serd minimizar

P(n) = Efe(n).e” ()} [2]

A la matriz P(n) se la conoce como matriz de covarianza del error. Dependiendo del
valor que tome n en [2], tendremos distintas representaciones del filtro de Kalman:

Si n = k+1, el filtrado serd de prediccion.
Sin =k, el filtrado sera de alisado.

F 3 F 3

x{k+1) x(k)

Filtro de Kalman con filtrado:

El objetivo consiste en determinar los valores de Xx(k) conocidas las medidas

contaminadas y(0),y(1),...,y(k) para que P(k) sea minima, o visto desde otro punto de
vista, el objetivo es determinar los valores de x(k+1) a partir de las medidas

contaminadas de la observacion y(k +1) para que la matriz P(k +1) sea minima.

El filtrado de X(k +1) propuesta por Kalman y Bucy, se realizara a partir del estado
anterior y de un factor de correccién que serd funcidn del error.

El algoritmo tiene dos pasos que son ejecutados de forma iterativa. Prediccion: Antes de
tener la medida y(k+1) y Correccidn o actualizacion del estado.

En la siguiente figura se puede ver el proceso de célculo:
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— I

Etapa de prediccion Etapa de correccidn
1 Prediccion del estado 1 Célculo del vector de ganancias
x'(k +1) = Ax(k) + Bu(k) K (k+1=CP'(k +){CP'(k +DCT + R(k +1)]
2 Prediccion de la matriz de 2 Actualizacion del estado
covarianza Rk +1=x (k+ 1)+ K (k+D[y(k+1) = C-x'(k +1)]
P'(k +1)=AP(k)A" + QO
3 Actualizacion de la matriz de covarianza
P(k+1)=[I-KC]P'(k +1)

Valores iniciales para x(k) y P(k)

Paso 1: Prediccién-Extrapolacién-Estimacion

Calculamos una prediccién del estado x(k+1/), lo notaremos como x’(k+1). El valor de
la prediccidn es calculado a partir del valor més actualizado del estado (posteriormente
veremos que es el estado corregido en la parte final del algoritmo)

x'(k +1)= Ax(k) + Bu(k) [3]
Predecimos el valor de la matriz de covarianza del error previo a la medida P’(k+1)

(recordamos que estamos haciendo una prevision del estado). Como se indicé en [2], el
error estara definido por:

e'(k+1) = x(k+1) — x'(k+1). [4]
Por tanto e’(k+1) en esta etapa de prediccion vale:

¢'(k +1) = Ax(k) + Bu(k) + v(k) — A&(k) — Bu(k)

P'(k+1) = EfAG(k) — 260) + v JAGGK) — 50 +vo) ] |
Operando:

P'(k+1)= E{[A(x(k) - 2 JAx(k) - 20 }+ Eftov)” }

E {v(k)v(k)T} Se define como la matriz de covarianza asociada al proceso: Q(k)



EL FILTRO DE KALMAN INELMATIC

Queda por tanto:

P'(k + )=AP(k)A" + Q (k) [5]

Paso 2: Innovacion-A ctualizacion-Correccion.

Deciamos antes que el valor del estado se va a calcular a través del estado anterior y de
una correccidn que es funcién del error. Esto es:

Fk+D=x'(k+1)+ Kk +D[y(k +1)— C-x'(k +1)] [6]
Siendo el factor de correccién:

Kk+D[y(k+1)—C-x'(k +1)]

y(k+1) es el dltimo valor observado.

x’(k+1) es el valor més actualizado disponible del estado (calculado en la fase de
prediccion.
Buscaremos el valor de K(k+1) para conseguir un valor éptimo de X(k +1) tal que la
matriz de covarianza del error sea minima. Volviendo a definir el error a partir de [1]:

etk +)=x(k+1)—x(k+1)
Substituyendo:

ek +1)=x(k +1)—x'(k +1)— K[y(k +1)— Cx'(k + 1]
La observacion y(k+1) tiene el valor

yk+1)=Cx(k+1)+wk +1)
Por tanto:

elk+D)=xtk+1)—x"(k+1)— KCx(k +1) — Kw(k +1)+ KCx'(k +1)
Agrupando:

e(k +1)=[I — KC|(x(k +1) — x'(k + 1)) — Kw(k +1)

Asi pues, segun [2]:

P(k+1)=E{ {[I - KC}(x(k +1)—x'(k +1)) - Kw(k +1))
([1 - KCYx(k+1)=x'(k + 1)) = Kw(k +1))" }
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P(k+1) = E{ ([1 - KCJx(k +1) = x'(k + )Y [I = KC](x(k +1) = x'(k +1))" }+
E{ kwk +Dwk +1)"k }

E {w(k +Dw(k + I)T} : Matriz de covarianza asociada a la medida: R(k+1)

P'(k+1)=[1-KC] E{ (x(k +D=x'(k +D){x(k + D —x'(k +1)) HI-KC]
+KR(k+DK"

Anteriormente ya calculamos que:

P'(k+1) = E{<x(k +1)—x'(k +D)(x(k+1)— x'(k + 1)>T}
Por lo que :

P(k+1)=[I-KC]P'(k+D[I -KC] + KRK" [7]
Si Llamamos P1 a P’(k+1) y P(k+1) = P:

P=Pl+KCP+PC"K" +KCPC"K" + KRK"

TrP =TrP1+2TrKCP +TrK(CPC")K" +TrKRK" (Tr traza de la matriz)

Diferenciamos respecto a K para obtener el minimo de la expresion e igualamos a cero

JTrP
oK

K =cplcpc” +R]"

=-2TrCP+2TrCPC" +2KR =0

Es decir:

K (k+D=CP'(k+ ) {CP'(k +DC" + Rk + D] 8]
Se puede comprobar que es el minimo a través del Hessiano.
Substituyendo [8] en [7]:

P(K+1)=[I -KC|P'(k+1) [9]

Inicializacion del algoritmo:

Para iniciar el algoritmo es necesario conocer las siguientes condiciones de contorno:
Un valor inicial del estado: x(0). El valor de la matriz de covarianza del error, que para
P(0). Podemos asumir que P(0) = Q. Y los valores de las matrices de covarianza
asociadas al sistema y a la medida: Q y R.
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Resumiendo, el algoritmo tiene los siguientes pasos:
En la iteracion k:
1° Prediccidn:

x'(k + 1) = AR(k) + Bu(k)
P'(k + )=AP(K)A” +Q

2° Correccion

K (k+1=CP'(k+1){cP'(k +DCT + Rk +D]"
observacién. y(k+1)

Fk+D=x'(k+1)+ K (k+D[y(k +1)— C-x'(k + )]
P(K +1)=[1-KC]P'(k +1)

Notese que el concepto de filtrado es debido a que los valores del estado 6ptimo
X(k+1)y de la observacion se producen en el mismo instante.
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Ejemplo 1. Filtrado de una constante

Supongamos que queremos estimar el valor de una constante que al ser medida tiene
una serie de desviaciones debidas a la incertidumbre del aparato de medida.

El sistema sera entonces:

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) + v(k)
y(k) = Cx(k) + w(k)

a x>
~ QO ~

x(k+1) = x(k)+ v(k)
k) =x(k) + w(k)

Supongamos que la desviacion tipica de la medida es o, =0.5. La covarianza (varianza
2 2 . P . .
en este caso serd 0, =0.25=R. Y consideremos también que el sistema tiene una

desviacién muy pequefia o, =0.001. La varianza asociada al sistema es o>, =1le—6.

P(0) = 1e-6. En la siguiente grafica se puede observar el efecto del filtro de Kalman para
una constante de 30. x(0) = 25.

32 ! .

27 —— Estimacion Filtro de Kalman 4

4 —— Medidas observadas

S N SR D N e .......... _

25 i | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160

lteraciones
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Cédigo utilizado para generar la grafica:

X(1) = 25;

desv_obs =0.5;

desv_estado = 0.001;

var_obs = desv_obs* desv_obs; %R
var_estado = desv_estado* desv_estado; %Q
P_despues(1) = var_obs; %P(0)
for k=1:100

%%%% 1 Prediccion %% % %% % %% %% % % %% %
% Prediccion del estado
X_antes(k+1)=X(k);
% Prediccion de la matriz de covarianza del error
P_antes(k+1)=P_despues(k)+var_estado;

%%%% 2 Correccion % %% % % %% % % % %% % %%
% Ganancia

Ganancia(k+1)=P_antes(k+1)/(P_antes(k+1)+var_obs);

% Observacion
Y(k+1)=30 + desv_obs*randn(1);
% Estimacion del estado

X(k+1)=X_antes(k+1)+Ganancia(k+1)*(Y(k+1)-X_antes(k+1));

% Actualizacion de la matriz de covarianza
P_despues(k+1)=(1-Ganancia(k))*P_antes(k+1);
end

Ejemplo 1. Filtrado del estado para un sistema de segundo orden

Supongamos el siguiente sistema formado por un circuito RLC serie.

Ei

Eo

Si analizamos el sistema en el dominio de Laplace, obtendremos que:

E,(s) 1
E.(s) LCs*+RCs +1

Pasando a espacio de estados, (nota: el sistema es continuo):
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: 0 1 0
2 et
x| lzc T 1% |Ic 0 v
y:[l O]{xl}—w
X5

Siendo:

X7 =E0 X7 =
dt

Tomemos los valores

L=1H.

C = 1000 uF

R =300
Asi pues:

0 1 0
A ; B= ; Cz[l 0]
-1000 -30 1000

Si presumimos un tiempo de muestreo de 7 = 0.01 s.

} Cthy=1 o]

0.9550  0.0085 . B(k) = 0.0450
—8.4963 0.7001 | | 8.4963

A(k) :[

Suponemos una desviacién del observador de 1 voltio
Suponemos una desviacién del sistema de 0.01 voltio y 0.01 voltio/segundo.

o,=001; o, =00l o, =1

w

por lo que :

0.0001 0
R=1y Q0=

0 0.0001

En la siguiente grafica se puede ver el resultado de la estimacion

Gbservaciones
—— Fitrado Filtro de Kaiman (x1)

-10 -
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— Estimacion Filtro de Kalman (x2)

Cédigo utilizado para generar la grafica:

%Datos
C=1e3; L=1; R=30;
%Formamos el sistema continuo
A=[01;-1/(L*C)-R/L]; B=[0;1/(L*C)]; C=[10]; D=0;
SYS =ss(A,B,C,D);
%Transformamos de continuo a discreto con T =0.01 s.
sysd = ¢2d(SYS,0.01);
[Ad,Bd,Cd,Dd]= ssdata(sysd);
%generamos la entrada
fori=1:40 U(i)=1; end
fori=41:80 U())=2; end
%simulamos el sistema teorico
[Y_X_] = dlsim(Ad,Bd,Cd,Dd,U);
[s1,52] = size(X_);
%condiciones de contorno
desv_obsvdr = 1; %incertidumbre de la observacion (1 V)
desv_estado = 0.05; %incertidumbre de los estados (0.01 V'y 0.01 V/s)
Q = [desv_estado”2 0;0 desv_estado”2]; %matriz de covarianza

R = desv_obsvdr’2; %matriz de covarianza (varianza)

P_despues = Q; %matriz de covarianza del error para t=0
X=1[0;0; %estado inicial

%bucle

for k=1:s1

%%%% 1 Prediccion %% % %% %% % %% %% %% %
% Prediccion del estado
X_antes = Ad*X + Bd*(U(k) + desv_estado*randn(1));
% Prediccion de la matriz de covarianza del error
P_antes = Ad*P_despues*Ad'+Q;
%%%% 2 Correccion %% %% % %% % %% % %% %%
%observacion (la tomamos de la simulacion anterior)
Y =Y_(k) + desv_obsvdr*randn(1);
% Ganancia
Ganancia = Cd*P_antes*inv(Cd*P_antes*Cd'+ R);
% Estimacion del estado
X =X_antes + Ganancia' *(Y - Cd*X_antes);
%guardamos los resultados para plotearlos posteriormente
x1(k+1)=X(1); x2(k+1)=X(2); y(k+1)=Y;
% Actualizacion de la matriz de covarianza

P_despues =(eye(2)-Cd' * Ganancia)*P_antes;
End

INELMATIC

11 -
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Filtro de Kalman con estimacion:

Partimos de un sistema lineal representado por las ecuaciones:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) +v(k) [10]
y(k) = Cx(k) + w(k)

Como ya se indic6 con anterioridad, la solucién que propusieron Kalman y Bucy para el
predictor del estado, vendrd determinada por el estado en el instante anterior y por un
factor de correccion que serd funcidn del error entre la observacion y la estimacion.

20k +1) = AR(K) + Bu(k) — K ()] y(k) - $(k)] [11]
Y(k) = Ci(k)
Asumidas todas las condiciones iniciales, andlogas al caso de filtrado, se trata aqui de
determinar la estimaciéon X(k +1), conociendo las medidas contaminadas de ruido y(0),

y(1), y(2),..., y(k), para que la matriz P(k+1) de covarianza del error, en el instante k+1,
sea minima.

El error en el instante k+1 se determinard por:
e(k+1) = x(k +1) - 2(k +1) [12]
Substituyendo en [12] las expresiones [10] y [11]
e(k +1) = Ax(k) + Bu(k) +v(k) — Ax(k) + Bu(k) — K (k)|Cx(k) + w(k) — Cx(k)]
e(k+1) = Alx(k) = £()] = CK (1) [x(k) = £(k)] = K (Jyw(k) + v (k)
e(k) = [x(k) - (k)]
e(k+1)=[A— K(k)Cle(k)— K (k)w(k)+v(k)
Llamando:
A(k)=A—-K(k)C [13]
tenemos:

e(k +1) = A(k)e(k) — K (k)w(k) +v(k)

-12 -
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Asi pues la matriz de covarianza del error tal y como se habia definido en [2]
P(k+1)=E{ e(k+De(k+1)" }=
Substituyendo y operando:
E{ [Atett) - K o) + v [Adret) - K o) +v(i)| 1=
E{ Ak)e(k)e(k)” A(k)" — A(k)e(k)K (k)" w(k)" + A(k)e(k)v" —
— K(yw(k)w(k)" K (k)" = K (kyw(k)Ak)" e(k)" = K (kyw(k)v(k)" +
+v(k)A(K)" e(k)" —v(k)K (k)" w(k)" +v(kyv(k)" }
y como:
E{ Ak)e(k)e(k)" Ak)" }= A E{ e(k)e(k)" YA(K)" = Atk)P(k)A(k)
E{ Ak)e()K (k)" wk)" }=E{ K(kyw(k)AK) e(k)" }=0
E{ A(k)e(kyv(k)" }=E{ v(k)A(k)" e(k)" }=0
E{ K(kyw(kyw(k)" K(k)" }= K () E{ wlkyw(k)" }K (k)" = K (k)RK (k)"
E{ K(kyw(k)v(k)" }=E{ v(k)K (k)" w(k)" }=0
E{ v(kyv(k)" }=0
Queda:
P(k+1)=A(k)P(k)A" (k)+ K (k)RK (k)+ Q
Teniendo en cuenta el valor de A" (k)
P(k+1)=[A-K(K)CIP()[A-K(K)C] +K(k)RK (k)+Q [14]

Una vez que hemos calculado la expresion de la matriz de covarianza del error, tenemos
que encontrar el valor de K(k) que hace que esa matriz sea minima:

P(k+1)=[A-K(k)CIP()[A-K(K)C] + K(k)RK (k)+Q
P(k+1)=AP(k)A" — AP(k)K (k)" C" = K(k)CP(k)A" + K (k)CP(K)K (k)" CT +

K(k)RK(k)+Q

- 13 -
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TrP(k +1)=Tr(AP(k)A") = Tr(K (k)CP(k)A") + Tr(K (k)CP(k)K (k)" CT) +

Tr(K(k)RK(k)+Tr(Q)
Si diferenciamos respecto a K(k)

% = —2Tr(CP(k)A") + 2Tr(K (k)CP(k)CT ) + 2Tr(K (k)R)

Igualando a cero para buscar el minimo:
—2Tr(CP(k)A" )+ 2Tr(K (k)CP(k)C")+2Tr(K (k)R) =0
Al ser P(k) y R(k) simétricas:

K(|cP()CT +R]=2CP(k) AT

K(k)=CP()A" [cPic” +R]"
Substituyendo este valor en [14] obtenemos P(k+1)

P(k+1)=Q+[A-K(k)C]P(k)A"

Resumiendo, el proceso iterativo a seguir es:
1.- Célculo de la ganancia:
K(k)=CP()A" [cPic” +R]"
2.- Estimacion del estado:
Rk +1) = AR(k) + Bu(k) — K (k)| y(k) — C&(k)]
3.- Actualizacién de la matriz de covarianza del error

P(k+1)=Q+[A-K(k)C]P(k)A"

[15]

[16]

Noétese que el concepto de estimacion es debido a que cuando tenemos la observacién
del sistema y(k) los valores obtenidos para el estado éptimo son los de x(k +1).

-14 -



EL FILTRO DE KALMAN INELMATIC

Si representamos el filtro en forma de bloques, obtenemos la siguiente representacion:

wk) )

1
uk) mot AT JL} @ r-{-k)
A(K)

e e ey

x(k+1)

A(K)

Filtro de Kalman

-15-
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